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Chapitre 1

Introduction

En météorologie, la connaissance de tout ou partie du champ de Tourbillon Potentiel, dont un exemple
de visualisation est donné par la figure 1, permet de mieux comprendre et de mieux prédire certains
phénomenes, comme par exemple les tempétes. La mise en place d’un outil permettant I'inversion du
Tourbillon Potentiel nécessite généralement de résoudre des équations aux dérivées partielles du second
ordre non-linéaires. Un tel développement a déja été conduit au sein du CNRM (Centre National d’Etudes
Météorologiques) dans le cadre du modele global Météo-France ARPEGE : on résout spectralement le
probléme sur un maillage structuré de ’ensemble de ’atmosphere terrestre.

Ce projet de fin d’études, pour sa part, s’intéresse au développement d’un outil permettant de résoudre
ces équations pour le modele a aire limitée Météo-France AROME entré en opérations au cours de
I’année 2008. On souhaite étudier la faisabilité d’'un tel outil qui permettrait de mettre en évidence des
phénomenes d’ordres de grandeurs plus petits que pour le modele ARPEGE. Prendre en compte le relief
pour étudier son impact sur ces phénomenes est aussi une possibilité que I'on souhaiterait se donner.
Dans cette optique, une volonté du CNRM est de s’orienter vers un maillage non-structuré, impliquant
I’emploi de techniques de résolution inédites pour ce probleme.

Dans un premier temps, nous nous attacherons a poser la physique du probléeme : nous explorerons les
travaux d’Ertel et d’Hoskins sur le Tourbillon Potentiel et aboutirons & son principe de conservation
et d’inversibilité. Une fois ces bases établies, nous nous intéresserons plus particulierement a la mise
en oeuvre pratique d'un outil d’inversion du champ de Tourbillon Potentiel. Le choix d’un maillage de
type non-structuré de l'atmosphére considérée, et 'utilisation de I’approche variationnelle développée
par Arbogast & al. (2008) [2] pour le modele Météo-France ARPEGE, nous conduiront & résoudre une
équation aux dérivées partielles du second ordre linéraire et elliptique par une méthode de volumes-finis.
Nous considérerons et étudierons alors plusieurs variantes de cette méthode en gardant a I’esprit la finalité
d’un tel projet : mettre en place un outil dont on souhaite, a terme, avoir une utilisation opérationnelle.



FIGURE 1 — Estimation de la distribution de tourbillon potentiel sur la surface isentropique 320K au
dessus de I'Europe le 14 mai 1992, 12h00 GMT (McIntyre 2012 [16])



Chapitre 2

Contexte scientifique et objectifs

La notion de Tourbillon Potentiel fut formalisée par les scientifiques Rossby et Ertel dans la premiere
partie du siecle dernier. La connaissance de la distribution de cette variable conservative d’une particule
de fluide permet de réprésenter certains phénoménes météorologiques comme par exemple les tempétes.

Nous verrons en effet que dans certaines gammes d’échelles, la connaissance des grands équilibres auxquels
est sousmise 'atmosphere permet, au moyen d’un processus d’inversion, de résumer son état par la con-
naissance du seul champ de Tourbillon Potentiel. Ce processus d’inversion consistera généralement a se
ramener a un systeme d’équations au dérivées partielles du second ordre non-linéaires qu’on linéarisera.
Cette méthode a déja été développée et employée pour le modele hydrostatique global Météo-France
ARPEGE (cf. Arbogast et al. 2008 [2]), permettant d’évaluer la sensibilité des tempétes ou des systemes
convectifs aux conditions initiales.

On souhaite ici la développer dans le cadre du modele Météo-France AROME afin de rendre compte de
phénomenes d’une taille caractéristique plus petite. Nous souhaitons également mieux prendre en compte
le relief de la zone considérée dans le cadre de ce nouveau développement.

Ce chapitre a donc pour objectif de poser le cadre physique du probléme, afin de pouvoir analyser les
besoins qu’il implique en termes de modélisation. Ceci nous permettra de fixer des objectifs clairs et une
ligne de conduite pour la suite de ce projet de fin d’études.
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1 Le Tourbillon Potentiel et son inversion

La bonne appréhension de la notion de Tourbillon Potentiel et de la théorie associée a celle-ci est essen-
tielle pour la compréhension de ce rapport. En effet, les équations que nous établieront ici serviront de
base pour toutes les études théoriques et réalisations pratiques de ce projet de fin d’études.

Pour cela, entrer dans le détail des travaux d’Ertel, Rossby ou encore Hoskins est une étape nécessaire.
C’est pourquoi cette premiere partie a pour ambition de retranscrire le cheminement de ces derniers dans
I’établissement du principe de conservation du Tourbillon Potentiel et de son inversibilité.

Par soucis de lisibilité, le détail des calculs est ici volontairement omis. Pour une étude plus
appronfondie, le lecteur pourra se reporter a I’Annexe 1 qui détaille et compléte cette partie du rapport.

1.1 Vers un nouveau principe de conservation hydrodynamique

Le point de départ de notre étude se situe dans les équations de la dynamique des fluides. Nous verrons
que s’il ne constitue pas une quantité directement mesurable de I’écoulement atmosphérique, le Tourbillon
Potentiel a pour intérét de satisfaire une équation de conservation que nous définirons et qui sera a la
base des méthodes que nous emploirons.

1.1.1 Equations de la dynamique des fluides en repére tournant

On se place dans le cadre du modele d’Euler fluide parfait compressible. Les équations de la dynamique
des fluides deviennent alors :

Continuité : — =—pV-
ontinuité i JAVER'S
d
Dynamique : pd—: = pF — Vp,
dT
Energie : pCUE =-—-pV-v

En se placant dans un référentiel R’ tournant par rapport au référentiel absolu R selon un vecteur de
rotation {2 constant, les équations du modele se réecrivent :

dp

Continuité : 5 +v-Vp=—pV. v, (1a)
. ov 1,
Dynamique : 5 +V V)X (Vxv)+20xv=-Vd-—aVp, (1b)

® étant le potentiel dont dérive la résultante des forces extérieures dans le repeére tournant, et a = %

le volume spécifique.

est

En prenant le rotationnel de 1’équation (1b) et en posant Z = V x v + 2 comme dans Ertel 1942a [§],

alors on obtient : 9
aVXV—VX(VXZ):vaVQ. (2)

1.1.2 Application a un invariant hydrodynamique quelconque

On s’intéresse maintenant & un quelconque invariant hydrodynamique 1 = ¥(r,t) de notre écoulement.
On va chercher a établir une relation permettant de lier ¢ a I’équation (2) que nous venons d’établir. Par
définition, on a que :

dip 0y

En multipliant (2) par Vi, on obtient la relation suivante :
d
p (aVy -Z) =aVy - (Vp x Va). (3)

Dans le cas particulier o ¢ peut s’écrire comme une fonction scalaire de « et p, on peut écrire que :

_ Wy, W
Vi =5 Vet g Ve



ce qui nous permet de déduire que (3) devient une équation de conservation hydrodynamique :

d
a(anw (Vxv+2Q2))=0. (4)

1.1.3 Application a un écoulement polytropique

On va a présent s’intéresser au cas d’un fluide compressible en écoulement polytropique (hypothese que
Pon pourra faire pour I'atmosphere). Dans ce cas de figure, la masse volumique p (et donc le volume
spécifique «), la pression p et la température polytropique O sont liées par la relation suivante :

1/s
o)
p
dQ

-
v = h avec § = — la capacité thermique polytropique
Cp — Cy dt

ou s est I'ordre polytropique donné par s =

spécifique.

On peut donc écrire le volume spécifique o comme une fonction ¢ de p et de O, :
1
a:;:MR@) (5)

On sait également que la température polytropique ©4 varie généralement d’une particule a ’autre mais
demeure constante dans le temps pour une particule donnée. Elle constitue un invariant de 1’écoulement :

e, (_ 90,

o 5 +VV®S> =0.

Nous sommes donc précisément dans le cas de ’équation (4), et on montre donc le principe de conservation
suivant :

%(Q(VXV—F?Q)-V@S):O. (6)

1.1.4 Restriction a la température potentielle et principe de conservation

Dans le cas ot s = ¢, /(cp, — ¢y) (i-e. dans le cas adiabatique), la température polytropique O, s’identifie
a la température potentielle 6. On a alors la relation :

K
0=T (T) , avec pg la pression de référence et Kk = CE
P

La température potentielle est une quantité caractéristique d’une isentrope, i.e. constante lors d’une
transformation adiabatique (transformation au cours de laquelle les particules de fluide n’échangent pas
de chaleur avec leur environnement). Cette température potentielle, homogene & une température, corre-
spond a la température qu’atteindrait la particule considérée si elle était ramenée adiabatiquement a la
pression pg (en pratique, pp = 1000 hPa).

On peut alors écrire que :

do 00
E (— at‘f’VVH) —0,

et le principe de conservation (6) devient :

d P
2 (@ (V x v +20) - V0) = = = 0. (7)

Ce principe constitue en réalité le Principe de Conservation du Tourbillon-Potentiel d’Ertel. La
variable P, qu’on définit comme étant :

P=a(Vxv+29) Vi 8)

est le Tourbillon Potentiel (ou Potential Vorticity).



1.2 Inversibilité du Tourbillon Potentiel

Attachons nous maintenant & montrer que la connaissance de ce champ P permet, sous certaines hy-
potheses, de retrouver les caractéristiques de 'atmosphere.

A Déchelle synoptique, c’est a dire pour des ordres de grandeur de mille kilometres pour les dimensions
horizontales, de quelques kilometres pour la dimension verticale et de quelques jours pour la durée, on
peut faire ’hypotheése adiabatique (les particules de 'atmosphere n’échangent pas de chaleur avec leur
environnement au cours de leur évolution).

On peut également se placer sous '’hypothese d’approximation géostrophique sur I’écoulement. L’équilibre
géostrophique stipule qu’a grandes échelles, les forces de Coriolis dues a la rotation de la Terre s’équilibrent
avec le gradient horizontal de pression (cf. Ferrel 1856 [11]) ('indice h signifie que l'on travaille sur les
composantes horizontales) :

Vip = —p2Q X vy,
En considérant également I’hypothese hydrostatique, la pression p et la masse volumique p sont reliées
par la relation suivante (I'indice v indique que l’on travaille sur la composante verticale) :

Vup = —pg.

En remarquant que 'opérateur V x (V-) est égal a l'opérateur nul et en I'appliquant & p, on a alors la
relation :
Vo (p2Q x vp,) = Vi (pg) = 0.

Sous toutes les hypotheéses énoncées ci-dessus (valides lorsque 1'on travaille a 1’échelle synoptique), on
montre donc qu’il existe une relation directe entre le champ de vitesse v et le champ de densité p :

p2Q x Vy(vp) — gVi(p) = 0.

Ces hypotheses quant a 1’équilibre atmospherique permettent de fermer le systeme d’équations physiques
que nous considérons. En s’appuyant sur elles, Hoskins & al. 1985 [13] montrent le Principe d’In-
versibilité du Tourbillon Potentiel, & savoir que la connaissance du seul champ de tourbillon potentiel
va nous permettre de retrouver les caractéristiques de ’atmosphere (pression, température potentielle et
vorticité).

2 Applications météorologiques et objectifs du projet

2.1 Apports aux sciences météorologiques

Les dépressions et anti-cyclones sont les objets de base du prévisionniste. Dans son travail quotidien,
il porte une attention particuliere aux dépressions qui sont en phase de cyclogénese (c’est & dire pour
lesquelles les vents et la pression au coeur de la dépression augmentent), potentiels points de départ de
dangereuses tempétes ou d’événements de précipitations intenses.

Il est compris a partir des années 1930 que la cyclogénese se produit dans des configurations particulieres :
son développement peut étre induit par une perturbation préexistante de la haute troposphere. On parle
alors du concept de précurseur d’altitude des dépressions.

L’inversion d’une anomalie de Tourbillon Potentiel, c’est-a-dire le calcul de la part du champ de vent et
de température qui lui est associée, permet de mettre en évidence une relation de cause a effet entre une
anomalie située au voisinage de la tropopause (vers 10 km d’altitude), et le renforcement local du vent
cyclonique dans les basses couches de I'atmosphere. Anomalies de Tourbillon Potentiel et précurseurs
d’altitudes sont donc intimement liés.

Pour se convaincre qu’il est possible de prévoir le développement de tempétes a ’aide de l'inversion du
Tourbillon Potentiel, Arbogast construit dans [1] un état idéalisé de ’atmosphére qui ne contient pas le
précurseur d’altitude associé a une anomalie de Tourbillon Potentiel détectée, et utilise cet état idéalisé
comme condition initiale du modele de prévision Météo-France ARPEGE pour le cas de la tempéte du
27 décembre 1999. La figure 2 montre alors que la prévision réelle contient bien une dépression dont le
centre est située sur la région Poitou-Charentes, alors que sans la prise en compte de I’anomalie, elle ne
contient pas de dépression.

L’inversion du Tourbillon Potentiel s’avere étre d’une double utilité : c’est a la fois un outil de compréhension
de la dynamique atmosphérique et un outil utile a ’assimilation et a la prévision.
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FIGURE 2 — (a) Prévision avec état initial prenant en compte le précurseur d’altitude / (b) Prévision sans
prise en compte du précurseur (Arbogast 2002 [1])

2.2 Objectifs de ce projet de fin d’études

Les grands objectifs de ce projet seront donc les suivants :

- En se basant sur son équation de conservation, on souhaite mettre en place un outil d’inversion du
Tourbillon Potentiel pour le modele Météo-France AROME.

- Si nous nous appuierons sur ’approche variationnelle développée par Arbogast et al. (2008) [2] pour le
modele global Météo-France ARPEGE, on cherchera a changer de paradigme et a se libérer des méthodes
de résolution spectrales employées par les précédents développements.

- Enfin, on souhaite également explorer la voie du non-structuré pour la discrétisation de notre domaine

d’étude dans le but mieux prendre en compte les pentes du relief, qui se font plus fortes & la résolution
employée par le modele AROME qu’a celle employée par le modele ARPEGE.

11
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Chapitre 3

Développement d’un outil

d’inversion du Tourbillon Potentiel
pour le modele AROME

Le principe de conservation du Tourbillon Potentiel étant maintenant établi, nous souhaitons mettre en
place un outil permettant son inversion dans le cadre du modele Météo-France AROME, dernier né des
modeles opérationnels de prévision de Météo-France couvrant la métropole Francaise avec une résolution
horizontale de 2,5 km. On s’appuiera pour cela sur 'approche variationnelle développée par Arbogast et
al. (2008) [2] pour le modele global Météo-France ARPEGE.

On comprend cependant que si la base théorique est la méme, la résolution du probleme se fera d’une
maniere nouvelle et cela pour deux raisons :

- La dimension locale du modele AROME meéne moins intuitivement & la mise en place d’un outil de
résolution spectral comme c’est le cas pour le modele ARPEGE qui traite lui de toute la sphere terrestre.
- Notre volonté d’étudier I'impact du relief sur 'inversion du Tourbillon Potentiel nous pousse & nous
éloigner de la grille réguliere utilisée dans ces modeles et a nous tourner vers un maillage non-structuré
permettant de prendre en compte les disparités du relief européen.

Ce chapitre constitue le coeur de ce projet de fin d’études, a savoir mettre en place un outil d’inversion
du Tourbillon Potentiel dans un maillage non-structuré représentant la zone d’étude du modele Météo-
France AROME. Pour cela, il décrira d’abord I’approche variationnelle que nous souhaitons utiliser afin
d’aboutir au systeme d’équations qu’il nous faut ici résoudre. Nous entrerons ensuite dans les aspects
de mathématiques appliquées et modélisation de ce projet, afin de présenter le solveur développé lors
de ce stage et de justifier les choix effectués tout au long de sa confection. Enfin, nous reviendrons a la
physique du probleme et effectuerons le lien entre les développements ici effectués et les sorties de modele
de Météo-France.
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1 Du probleme physique au probleme mathématique

Nous décrivons ici Papproche variationnelle utilisée par Arbogast et al. (2008) [2] pour l'inversion du
Tourbillon Potentiel dans le modele Météo-France ARPEGE. Ceci nous permettra de poser clairement le
systeme d’équations que notre solveur devra résoudre — et de faire le lien avec des équations et schémas
connus — dans le but de faire un choix de méthode de résolution.

1.1 Méthode d’inversion du Tourbillon Potentiel

L’inversion du Tourbillon Potentiel constitue par essence un probleme non linéaire. Afin de résoudre
ce probleme, nous allons réaliser une décomposition ad hoc du Tourbillon Potentiel d’Ertel. Cela nous
permettra d’écrire le probleme sous la forme d’une équation aux dérivées partielles linéaire dont il sera
possible de trouver une solution par une méthode classique d’analyse numérique.

Rappelons la formulation du Tourbillon Potentiel d’Ertel comme donnée en (8) :
1
P = ’ (G-V30), (9)

ou (3 = (Vxv+2Q) est le vecteur 3-dimensions de vorticité, V3 le gradient tri-dimensionnel, © la
température potentielle, et p la masse volumique.

Rappelons également que, avec des conditions aux limites appropriées ainsi qu’un ensemble d’équations
d’équilibre, cette équation (9) permet de définir un unique écoulement (¢, D,0) pour une distribution
donnée de P (¢ est la composante verticale du vecteur de vorticité (5 et D est la divergence horizontale
du vent).

1.1.1 Décomposition du Tourbillon Potentiel

Sous 'hypothese d’équilibre hydrostatique, on peut réécrire ’équation (9) en coordonnées pression. On
obtient alors :

90 9u e 81}8@)7 (10)

P=-a(U+0% - 55 * 5o

ol u et v correspondent respectivement aux vents zonal et méridional, g est 'accéleration de pesanteur,
et f est le parametre de Coriolis.

L’approche ici choisie consiste a remplacer 'inversion de (10) par une séquence d’inversions linéaires, et
pour cela il nous faut décomposer le Tourbillon Potentiel.

Nous allons donc dans un premier temps décomposer le champ de température potentielle de la maniere
suivante :

© =0(p) +9,

ott ©(p) est un profil de référence de température potentielle ne variant qu’avec la pression p. La com-
posante 6 est donc la variation de © depuis ce profil.

Ce changement nous permet de réécrire (10) en la décomposant en une partie linéaire, une partie non-
linéraire ainsi qu’une partie résiduelle :

06 00

—fogap—g<=P+g(f8£+<f—fo+o (1)

o dpoy  Opox

00 Oudbd Ov ol
Op '

1.1.2 Formulation variationnelle du probléme

Plutot que d’incorporer les équations d’équilibre au probleme de maniere algébrique, leur prise en compte
se fera via la résolution d’un probléme de minimisation. Ainsi, I'idée sera ici de minimiser une énergie
correspondant & la différence entre la solution que nous cherchons et sa forme initialisée. L’équation (11)
est une contrainte du probleme de minimisation.

On cherche ainsi a résoudre le probleme :

00 00
J_Ji/A< = g P{)dﬂ, 12
0 fogap Qap ( )
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avec :

1 . 1 _ 1 (96\ 7"
LLé{z@COAIKCD+2u?D0A1u?D020(8T> (G&V}dﬁ (13)

P{PJrg(faer(ffo+C¢) >

op dp 0y  Op Ox

Q est le domaine de notre étude, A est le multiplicateur de Lagrange (fonction de I’espace), A~! est
Popérateur de Green, et l'indice ; indique la variable initialisée. La quantité o(p) est définie par :

R(p R/Cp
o) =-—(-) .
P \DPo

ot R est la constante des gazs pour 'air sec, C), est la capaticité calorifique de ’air & pression constante,
et pop = 1000 hPa.

Par cette méthode, on cherche a déterminer ’état qui minimise J; parmi toutes les solutions possibles
associées a un champ P. La solution ainsi obtenue sera celle d’énergie minimale; J; étant la somme de
termes caractérisant 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle associée au systeme physique considéré.

Une solution du probleme de I'inversion du Tourbillon Potentiel sera obtenue apres itération de ce systeme.

La solution du probleme de minimisation & itérer satisfait nécessairement :

oJ _9J _9J _9J
ON 90 aC oD

ce qui donne les équations d’Euler-Lagrange suivantes (I'indice s est associé & la solution) :

o0 00
Pl =— S g 14
f Jog TR Css (14a)
00
s =G +9—AA,, 14b
=Gty o (14b)
D, = Dy, (14c)
oA
—fN. —1 S
0s = 0; + gfoo o (14d)

La combinaison de ces quatre equations permet d’écrire I’équation aux dérivées partielles linéaire du
second ordre suivante :

ApA, (a@>2 9 < 18@8AS> 1 <59)2< ) 90; 90 >
—— 4+ fol==] = — =—— = P+ +9—G |, 15
fo fo dp ap \” op op fog? \ Op fog ap Y ap ¢ (15)

qui est ’équation qu’il nous faudra résoudre avec le solveur que nous souhaitons développer. La détermination
des champs (¢, D, ©) se fera au moyen des équations (14a) a (14d).

1.2 Vers une formulation mathématique simple

Afin de voir plus clair quant au type d’équation a résoudre — et donc de choisir la méthode de résolution
& employer — on cherche & réécrire (15) sous une forme plus lisible par le mathématicien.

En effectuant un rapide développement, (15) peut se réécrire sous la forme suivante :

00\ ", 9%A 00\ d(o—1) 90 920\ oA, 1 00, 00
2 (Y —1 s _ it _f2 il -1 ¥\ Yirs / 7 el
Anbetlo <8p> 7 op (819) [ fo < o op 0p2> o g (PZ gy Y9 Q) }

On va alors considérer un changement de variable de la forme dp, = A(p)dp, puisqu'un choix judicieux
de A(p) permettra de faire apparaitre un Laplacien généralisé dans cette équation.
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Pour un tel changement de variable, on a :

6 1 9% 16(1)8(;5:18% a<1>a¢

= + -
Op? A%(p) op*  A(p) Op

C’est pourquoi on va poser :

A(p)

N -1/2 -
90\ 1 | 06
— 2 (Y -1 _* o9
- = (fo ( 8p) 7 ) dp fo 7 dp dp- (16)
Ainsi, ’équation précédente se réécrit de la maniere suivante :
92N b 90 —-1/2 A
A+ —=2 ——= g —1/2| 98s
Aphs + 92 ap lfo <8p> o .
_(9® -~ o (067106 10?0\ A, 1 , 00; 00
B <(3p) |:_f0 < op p to 8p2> ap 72 <Pi + fog ap +98pQ>} )
soit :
on o (00N 90\ (ac 90 | %6
= kd R —_— - /2 J— - - 717
AA, fO@p* Op ((8p> o ﬁ(@p) ( ap aerJ 8p2>

1 /00\ 2 20; 90
N (ace P! Zi L e
92(51?) (Z+fogap+gapg)’

ou A représente 'opérateur Laplacien pour les variables x, y et px :

o?- 9 9%

On en déduit donc que, sous réserve du changement de variable (16), ’équation de départ (15) se réécrit
sous la forme :

o (98P [La0 300\ O] or, 1 (08N, o 06,
Vo \ Op 200p 2\ Op op? | Opr g2 \ Op i T Jog Op g@p A

AN =

On pose alors :

N\ —1/2 N e =\ —2 =
g (0N [1 00 300\ 026 1 (08 , L, 00 90
a(p)_[\/a(ap) wap 2\ap) 2| & W=gly) \Ltheg, tegs)

La résolution de (15) s’apparente donc a la résolution d’une équation du type :

oA,

b(p). (17)

1.3 Choix de la méthode de résolution

On reconnait dans I’équation (17) 'expression de la divergence d’un vecteur flux F :
V- (F(As,z,y,p")) = f(z,y,p") sur 2 ouvert de R3. (18)

En imposant au profil de température potentiel ©(p) d’étre suffisamment régulier et en veillant & imposer
les conditions aux limites nécessaires, 'equation (17) admet une unique solution.

Cette formulation sous forme de divergence d'un flux nous permet d’envisager 1'utilisation d’'une méthode

de volumes finis pour la résolution de (17). En effet, si on définit un maillage M de Pespace (2, alors
pour toute cellule K de M, on pourra écrire que :

/ F(Asaxvzhp*)'nl{:/ f7
K K
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ol ng est la normale & la frontiére 6 K orientée vers 'extérieur de K.

Une approximation de la solution de (18) pourra alors étre déterminée en résolvant le systeme d’équations
suivant :

VK GM, / F(AS,I,y7p*) ‘N :/ f
0K K

La méthode des volumes finis possede en outre l'avantage d’étre conservative sous réserve d’un calcul
judicieux des flux aux frontieres entre cellules. Nous verrons par la suite que le calcul de flux a la frontiere
sera précisement au coeur du compromis entre temps de calcul et validité des résultats.

Pour le développement de notre solveur, nous considérerons le “cas d’école” de I'équation de Poisson
dans un ouvert Q de R3. Le passage de ce cas simple & (17), également elliptique, ajoutera un degré de
technicité mais s’appuiera sur la méme base théorique et algorithmique.

2 Caractérisation et construction du maillage

L’une des contraintes imposées a notre maillage est de prendre en compte le relief du terrain sur lequel
s’appuie la partie d’atmosphere considérée. C’est pourquoi nous avons décidé de nous orienter non pas
vers une division structurée en niveaux horizontaux et verticaux (comme c’est le cas dans le modele
Météo-France AROME), mais vers un maillage non-structuré fait d’un ensemble de cellules tetraédriques.

Le choix d’une méthode de volumes finis implique que les degrés de liberté de notre modele seront situés
aux centres des cellules tétraédriques (on définiera plus tard ce qu’on appelle le “centre” d’une telle cel-
lule). On comprend donc dés & présent que la prise en compte des données issues du modele AROME va
nécessiter une étape d’interpolation pour passer de la grille réguliere I’AROME vers le nuage de points
associé a notre maillage non-structuré.

Cette partie du rapport vise a rendre compte d’une étape certes tres technique, mais tres importante
du cheminement scientifique de ce projet : la mise en place d’un maillage non-structuré représentatif de
la portion d’atmosphere que nous voulons étudier. Nous introduirons pour cela dans un premier temps
les notions et notations nécessaires & une telle démarche, puis nous présenterons les outils utilisés et mis
en place pour la réalisation de notre maillage. Ceci se fera sans entrer dans le détail des algorithmes de
triangulation ou tetraédrisation, puisque cela ne constitue pas 'objet de ce rapport.

2.1 La triangulation de Delaunay

La triangulation de Delaunay d’un ensemble de points possede des propriétés qui en font une structure
géométrique tres utile, en particulier pour ’analyse numérique. Un certain nombre de notations et de
notions de bases sont associées a cette théorie et permettent de mieux comprendre en quoi ces propriétés
nous seront utiles.

Notons qu’'une triangulation de Delaunay, lorsqu’effectuée en 3 dimensions, est aussi appelée tetraédrisation
de Delaunay.
2.1.1 Notions

Le diagramme de Voronoi d’un ensemble S de n points de R™ est une partition de l'espace en n
cellules représentant les zones d’influence des points de S. La cellule de Voronoi d’un point x de S est
constituée de I'ensemble des points plus proches de = que de tout autre point de S.

La triangulation de Delaunay de S est I'unique triangulation de S dont tout simplexe admet une
boucle circonscrite qui ne contient aucun point de S (mis & part les sommets du simplexe).

2.1.2 Propriétés principales
Dualité : Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay sont deux objets duaux 'un de 'autre.
Optimalité et plus petit angle : Une triangulation de Delaunay maximise localement le plus petit

angle de chaque triangle/tétraedre. Cette propriété est importante car nous verrons qu’elle peut avoir
une influence directe sur la consistance de certaines méthodes de calcul de flux mises en place dans le
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cadre d’une résolution volumes finis.

Temps de calcul : On montre que la détermination du diagramme de Voronoi de n points par une
méthode de balayage, de méme que le calcul de la triangulation de Delaunay pour ces mémes n points,
s’effectue en un temps O(nlnn). Ceci nous permet de nous représenter le temps qui sera nécessaire pour
’élaboration de notre maillage, sachant que le modele Météo-France AROME possede de ’ordre de 10°
degrés de liberté.

FIGURE 3 — Représentation du diagramme de Voronoi (bleu) et de la triangulation de Delaunay (violet)
d’un ensemble de points (vert)

Le diagramme de Voronoi d’'un ensemble de point posséde des propriétés intéressantes, en particulier
pour le calcul des flux a la frontiere entre deux cellules. En effet, dans une telle représentation, le segment
reliant les centres de deux cellules voisines est toujours orthogonal a la face en commun de ces deux cel-
lules. Ainsi, si on imagine que ce flux correspond au gradient de la quantité que nous recherchons qu’on
projete sur la normale & la face (ce qui est le cas par exemple pour I’équation de Poisson), on pourra
tres facilement le calculer a partir des valeurs de cette quantité pour les deux cellules considérés. Nous
détaillerons ce point dans le paragraphe 3.4.1 de ce chapitre.

Ce diagramme de Voronoil a cependant un désavantage, qui s’accentue au passage de la dimension 2 a la
dimension 3 : les cellules qui le composent possedent généralement beaucoup de cotés et donc beaucoup
de potentiels voisins.

La triangulation de Delaunay n’implique généralement pas de telles propriétés (sauf sous certaines con-
traintes quant a la régularité des tétraedres générés). Cependant, son homogénéité (toutes les cellules ont
la méme structure; ce sont par exemples toutes des tétraedres) facilite la mise en place de méthodes de
résolution comme celle des volumes finis.

Pour le solveur que nous souhaitons réaliser, nous utiliserons la triangulation de Delaunay d’un ensemble
de points. L’ensemble des cellules qui constituera notre espace (2 sera donc un ensemble de tétraedres de
R3.

2.2 Réalisation pratique du maillage

L’outil de triangulation (ou “mailleur”) que nous avons utilisé lors de ce projet s’intitule TetGen. Il est
développé par le Weierstrass Institute for Applied Analysis and Stochastics de Berlin, et prend la forme
d’un module Python a installer.

Le choix de ce générateur de maillage plutét qu’un autre (comme par exemple le générateur CGAL
développé par 'INRIA et prenant la forme d’une librairie C++) se justifie principalement par sa facile
prise en main et son intégration au language Python utilisé tout au long de ce projet. C’est un outil libre
d’utilisation a des fins de recherche scientifique.

2.2.1 Entrées de TetGen

Le générateur de maillages TetGen utilise des entrées de type piecewise linear complex ou PLC. La
région & mailler définie par une PLC doit étre completement fermée (ou d’une maniere plus imagée,
completement waterproof ).
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Les fichiers d’entrée en .poly sont constitués de quatres parties :

- Partie 1 : La premiere partie est la liste des points qu’on souhaite voir faire partie du maillage
généré. Cette partie peut cependant étre importée d’un fichier .node si nécessaire (cette option est par-
ticulierement intéressante lorsqu’on s’intéresse au raffinement d’un maillage déja existant).

- Partie 2 : En seconde partie figure une liste des facettes du maillage. Chaque facette est constituée
d’une liste de polygones, et doit étre plane. Chaque polygone (d’un maximum de 1024 sommets) est défini
par une liste ordonnée de ses sommets (ces sommets étant eux-méme des points définis dans la premiere
partie du fichier .poly).

Une option intéressante permet de définir un marqueur pour chaque facette. On peut ainsi identifier les
différentes faces du maillage et gagner beaucoup de temps dans la définition des conditions aux limites
pour la suite du probleme.

- Partie 3 : La troisieme partie permet de définir des trous par lesquels on souhaite supprimer des
tétraedres. Nous n’utiliserons pas cette option pour ce projet.

- Partie 4 : Enfin, la derniére et quatriéme partie permet de définir une liste de régions. Chaque région
est un volume défini par I'un de ses points, et sa frontiere est la plus petite fermeture possible obtenue a
partir des facettes définies plus t6t. On pourra utiliser ces régions afin d’imposer différentes contraintes
pour différentes zones de notre maillage (comme par exemple une densité de maillage plus forte dans les
basses couches de I'atmosphére maillée).

La liste de points que nous utiliserons pour la génération de notre maillage M sera constitué de la grille
du relief terrestre utilisée par le modele Météo-France AROME, ainsi que de points définissant les limites
hautes de I’atmosphere a mailler. A partir de cette liste de points, I’étape la plus fastidieuse consistera a
définir une liste de facettes polygonales définissant les bords du maillage M. En supplément, on considere
également la possibilité de découper le maillage en n sous-domaines, ce qui implique I'introduction de
nouveaux points et de nouvelles facettes.

Chaque frontiere sera identifiée par un marqueur ce qui nous permettra de facilement identifier les
tétraedres situés a la frontiere du domaine 2. On associera également un marqueur a chaque sous-domaine
afin de pouvoir imposer des contraintes différentes sur chaque “sous-maillage”.

FIGURE 4 — Zone géographique associée au modele Météo-France AROME

2.2.2 Possibilités de TetGen

L’utilisation de TetGen sur un exemple simple de relief, et sans utiliser de décomposition en sous-
domaines, donne les résultats de la figure 5. L’atmosphere située au dessus d’une portion de la surface
terrestre est approximée par un ensemble de tétraedres. A chaque facette est associée un marqueur
(représenté par une couleur sur la figure), permettant d’identifier les différentes faces de la frontiere pour
la prise en compte des conditions aux limites.
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(a) Maillage d’une zone d’atmospheére au dessus d’un relief (b) Détail du maillage volumique (vue en coupe)

F1GURE 5 — Cas test pour le générateur de maillage

L’une des contraintes principale imposable au maillage par TetGen et la contrainte de volume maximal
de chaque tétraedre. Elle permet de jouer directement sur la densité du maillage généré. Sur la seconde
image de la figure 6, on a par exemple décomposé le domaine {2 en 64 sous-domaines et imposé des

contraintes de volume max différentes pour chaque couche d’atmosphere.
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FIGURE 6 — Cas test pour le générateur de maillage

Notons également que TetGen permet d’imposer d’autres types de contraintes pour le maillage, la plus
intéressante pour notre étude étant la contrainte de ratio maximal Rayon/Aréte. Nous développerons ce

point au paragraphe 3.4.1 de ce chapitre.

2.2.3 Sorties de TetGen

En traitant les données de relief du modele Météo-France AROME, on obtient ainsi le maillage illustré
en figure 7 ou on reconnait la zone géographique donnée en figure 4. La grille de la surface AROME est
constitué de 739 x 709 points de relief. Afin d’obtenir une résolution équivalente & celle du modele (i.e.
de quelques kilometres par cellule), on obtient un maillage de plusieurs millions de cellules tétraédriques.

Pour la suite du projet, on utilisera tres souvent des maillages de test représentant un domaine €2 cubique,
ou des versions “allégées” de 'atmosphere AROME ot on n’utilisera qu’'une partie de la zone géographique

couverte par le modele.
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F1GURE 7 — Sortie de TetGen apres application au modele de relief utilisé par AROME. Le domaine est
divisé en 40 x 40 x 3 sous-domaines. On reconnait le relief de la figure 4 vu de dessous.
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3 Reéalisation du solveur volumes-finis

Maintenant que le domaine 2 que nous souhaitons considérer est divisé en un ensemble de cellules
tétraédriques et que 'on dispose des données (points, arétes, faces, voisins) nécessaires a la résolution de
(17) dans cet ensemble, la réalisation a proprement dit de notre solveur volumes finis peut commencer.

On s’intéresse pour cela a la résolution du probléeme suivant :

—Au=f dans

(P) . U =4dgp sur FD (19)
g%:gN sur 'y (8Q:FDUFN)

Qui est tres similaire au probleme physique que I'on souhaite traiter mais qui permet dans un premier
temps d’enlever une grosse part de technicité a celui-ci.

3.1 Notations employées

On considere un domaine d’étude €2 qu’on subdivise en volumes de controle disjoints deux a deux tel

que :
U r=20
KeM

M représente ici ensemble des volumes de controle K (i.e.
lensemble des tétraedres générés par le mailleur). L’ensemble
des quatre faces associées au tétraedre K est noté ox. L’ensem-
ble des faces du maillage M est lui noté . L’exposant ? identifie
les faces sur 0%, tandis que I’exposant * correspond aux faces a
lintérieur du domaine (i.e. les faces appartenant & deux volumes
de contrdle & la fois). Ainsi :

e=cuel.

L’indice py identifie les conditions aux limites de Neumann tandis
que l'indice p identifie les conditions aux limites de Dirichlet. On
a alors I’égalité :

et =P yebo,

On associe les notations suivantes au tétraedre K et a I'un de
ses voisins L :

- X et xg, sont les centres de masse de K et L.

- |K| et |L| sont les mesures (volumes) de K et L.

- 0y, est la face commune aux tétraedres K et L.

- |0, | est la mesure (aire) de cette face.

- i, est la normale unitaire a o, sortant de K.

- d,, et d,, sont les distances de xk et x a o, . On notera
également d,, =d,, +d,, .

Un maillage sera dit admissible s’il respecte la condition

L —— FIGURE 8 — Notations associées au
d’orthogonalité xxxf L T

tétraecdre K

3.2 Position du probleme

On s’intéresse a la résolution du probleme (19) défini ci-dessus.

Pour obtenir une approximation de la solution a ce probleme, on intégre ’équation de Poisson sur chaque
volume de controle K de notre maillage M :

/K—AudX:/dex.
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Gréace a la formule de divergence, I'intégration sur chaque cellule K donne :
—/ Vu-ndl = |K|fk,
OK

ol n est la normale unitaire au bord o dirigée vers l'extérieur et fx est la valeur moyenne de f sur le
volume de controle K telle que :

K = |K|71 /Kf(x) dx.

On en déduit que pour chaque tétraedre K :

> f/_vu-nmi dl = Y Frp, = |K|fx,

0,€E0K 0,€E0K

avec o; représentant la face en contact avec le voisin K; (oll en contact avec 'extérieur de  si o; € €°),

Ny, la normale & cette face orientée vers l'extérieur de K, et Fgyx, le flux numérique associé a K
k2

traversant o;.

A chaque volume de contréle K est associée une inconnue ugx telle que :
UK ™~ \K|_1/ u(x) dx.
K

Les u,, correspondent aux valeurs de u sur les faces du maillage M (ces valeurs interviendront dans les
calculs mais ne seront pas explicitement déterminées).

Une approximation de la solution du probleme global (19) sera donc tirée de la résolution du systéme
d’équations suivant :

VK € M, > Frx, = K| fx. (20)

0;€E0K

Le calcul du flux numérique Fg/k, est une étape essentielle dans le processus de résolution. La méthode
employée pour la détermination de ce flux numérique va directement influencer le rapport temps de calcul
/ précision de notre solveur. Un mauvais calcul de Fi /i, pourra dégrader la consistance du solveur, mais
aussi faire perdre le caractere conservatif des volumes-finis. On portera donc une attention particuliere a
cette étape.

3.3 Calcul du flux numérique sur e =T'p Uy
Pour tout volume de contréle K dont une face o; appartient & €%, le lux numérique F /i, (00 Freqt)

associé a o; sera exprimé de deux manieres différentes selon le type de condition limite associé a la cellule :

--» Si g; € 'y (condition de Neumann), alors nécessairement :
FK/e:ct = |0i|um‘ :/ gn dr, (21)
o

ce qui se comprend aisément, car la condition de Neumann contraint par définition la valeur de Vu - n
sur la face appartenant a 9. Il suffit donc d’intégrer cette valeur sur la face considérée pour obtenir
Iexpression du flux numérique associé.

--+ Si 0; € T'p (condition de Dirichlet), alors le flux numérique sera donné par :

K —uy, loilux — [, gpdl
d N d

K/o K/o

u
FK/eIt = |Uz| (22)

Ici également, I'expression du flux numérique est assez intuitive. La valeur de u étant imposée sur o; a
gp par la condition de Dirichlet, on peut écrire le développement suivant :

9gp = uk + Vug - (X5, — Xg ) + o(size(M)),

oll X, est un point quelconque de o;.
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Si maintenant on décide de se placer dans le cas ol x,, est le projeté orthogonal de xx sur la face oy,
alors la normale sortante a la face est donnée par :

Xo;, — XK
ng=——.
dK/o

Ainsi, en reprenant le développement précédent, on constate qu'une approximation de Vu - n sur o; est

donnée par :
_ 9p — UK

K/ext dK/a

Vu-n

En intégrant cela, on retombe sur I'expression de F ey -

3.4 Calcul du flux numérique sur &

Le calcul du flux numérique sur toutes les faces internes du maillage M revét une importance vitale pour
la validité de notre solveur. Il est au coeur du compromis entre précision des résultats et complexité de
mise en oeuvre / temps de résolution.

C’est pourquoi nous envisageons ici plusieurs méthodes. Nous les détaillerons et tenterons de déterminer
clairement leurs avantages et incovénients. Certaines pistes pour d’éventuels perfectionnements du solveur
seront également données.

3.4.1 Meéthode dite “naturelle”

Une premiere méthode de détermination de Fiy, s’apparente a une méthode des différences finies.

Dans ce cas, on fait en effet I'hypothese que xgxg; L o (ou presque), ce qui nous permet d’écrire

que :

K/K;

N XK; — XK
K/K; — d

K/K;

n
Ainsi, en écrivant le développement de ug, a lordre 1, on obtient que :
ug;, = uk + Vi, - (XK, — Xg) + o(size(M)) = ug +d, .. (Vum . nK/Ki) + o(size(M))

Il suffit donc d’intégrer cela sur o; pour retrouver ’expression du flux numérique. On a alors que :

UK — UK,
Figie, = |oi] ==+ (23)

K/K;

On comprend bien que cette méthode est tres simple & mettre en oeuvre et rapide a s’exécuter. Elle a
de plus 'avantage de donner un caractere conservatif au modele ainsi établit. Cependant, elle possede
une limite qui réside dans I’hypothese sur laquelle elle se base. En effet, si on choisit les xx comme étant
les centres de masse des tétraedres, cette hypothese est bien évidemment fausse puisque la plupart des
tétraedres du maillage ne sont pas réguliers.

Une solution pourrait étre de définir les xx de maniere a ce que 'hypothese xpxy L Oy, SOI vérifiée
pour chaque couple de voisins K / L.

Il suffirait pour cela de choisir xx comme étant le centre de la sphére circonscrite au tétraedre K.
En effet, dans ce cas de figure, le point x;, (centre de la sphere circonscrite au tétracdre L voisin de K )
est le symétrique de xk par rapport au plan o, , = K U L, et donc 'hypotheése est bel et bien vérifiée.

L’utilisation du centre de la sphére circonscrite plutot que du centre de masse pose cependant un
probleme de taille : le centre de la sphere circonscrite & un tétraedre peut se situer sur I'une des faces
de ce tétraedre, voire méme a l'extérieur de ce dernier. On comprend alors que la détermination du flux
numérique par la méthode décrite ci-dessus peut mener a des aberrations telles qu’'un flux numérique de
valeur infinie ou de signe opposé a celui de —Vu - n.

On pourrait bien entendu jouer sur la régularité de notre maillage et imposer & notre mailleur de ne
générer que des tétraedres dont les centres de la sphére circonscrite sont bien placés. Se pose alors le
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probleme de la gestion des “coins” du domaine d’étude et de la convergence du maillage.

La méthode “naturelle” de calcul du flux numérique pose également des problemes de consistance : c’est
sur la régularité des tétraedres composant le maillage et non sur sa densité qu’il faudrait jouer pour faire
tendre I’erreur vers 0 (la figure 9 montre que 'erreur L? ne tend pas vers 0 lorsqu’on augmente la densité

du maillage ; elle stagne plutot autour de 1%).

Etude de consistance : méthode “naturelle”
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(V)
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2.1072

—— Erreur L

—— Erreur L?

102 104

10° 106

Nombre de degrés de liberté

FiGURE 9 — Constat de la non-consistance du schéma “naturel” pour le calcul du flux numérique

Cherchons maintenant & vérifier que c’est bien sur la régularité du maillage qu’il faut jouer pour améliorer

les résultats de cette méthode :

Comme évoqué un peu plus tot, le générateur de maillage
TetGen permet de jouer sur la régularité des mailles via la
contrainte de “Radius/Edge ratio”. Ce coefficient est donné
par :

R
Q_Ev

R étant le rayon de la sphere circonscrite au tétraedre
considéré, et FE la longueur de la plus petite de
ses arétes. Un tétraedre régulier aura un coeffi-
cient @ = 3/8 =~ 0.612. On comprend que
les tétraedres les “plus réguliers” auront un co-
efficient (@ tendant vers cette limite par valeurs
supérieures.

Un type spécial de tétraedre nommé sliver peut toutefois
fausser cet indicateur de régularité. Les slivers sont des
tétragdres trés plats (presque dégénérés) pour lesquel @
tend vers v/2 /2 ~0.7. Il est cependant considéré que le ra-
tio Radius/Edge est 'une des méthodes les plus naturelles
pour évaluer la régularité d’un maillage non-structuré (cf.

Miller & al. 1995 [17]).
>,
A7

(a) (b)

(a) Q ~0.612 Q ~ 0.866
(c) @ ~1.207 Q ~ 2.352

FI1GURE 10 — Valeurs de @ pour différents
types de tétraedres

FIGURE 11 — Dégénérescence vers le tétraedre sliver
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En jouant sur la contrainte de ratio Rayon/Aréte maximal pour chaque tétraedre, on peut étudier I'impact
de la régularité du maillage sur la solution du solveur. On obtient alors les courbes de la figure 12.

1072 1072
‘ 1.2F ‘ B
) 1.15 - N
LA8) &
2
= s L1p s
< )
T 46| =
2 g
2 = 1.05 :
A <5
4.4 1k i
| | | | | | | | | |
1.2 1.4 1.6 1.8 2 1.2 14 1.6 1.8 2
Valeur maximale imposée sur @ Valeur maximale imposée sur @
(a) Erreur L*>° (b) Erreur L2

FIGURE 12 — Constat de I'influence de @4, sur 'erreur du modele

Comme nous 'avions supposé, la précision de la méthode “naturelle” est directement liée a la régularité
du maillage utilisé, puisque I’hypothese sur laquelle elle se fonde est “de plus en plus valide” & mesure
qu’on régularise M. On se heurte cependant a un probleme de convergence a mesure qu’on diminue le

coefficient Q4. En effet, TetGen ne garantie par la convergence pour un Q4 < 1, ce qu'on constate
par la pratique.

3.4.2 Méthode des moindres carrés pondérés (LSGR)

On s’intéresse maintenant a une méthode de calcul d’une approximation de Vu par la méthode des
moindres carrés pondérés (ou Least Squares Gradient Recomposition) présentée par Martin dans [15].
L’idée de cette méthode est de déterminer une approximation de Vu sur chaque face de &' & partir des
valeurs des p cellules voisines de cette face.

Pour toute cellule K; € V(K) (V(K) est ’ensemble des p cellules les plus proches de K), on peut écrire
le développement suivant :

ug, = ux + Vug - (Xg, — Xx) + o(size(M))

i + 28 G — e+ G| (i) + 5E| (e — 2
l.e. Uk, =X U = T, — X - .= 7 ZK, — % .
K; KT 52 . K; K 9y | YK — YK 0z | K; K

Ceci peut se réecrire sous la forme matricielle suivante :

coul
ox
Tk, —TK YK; —YK ZK; — RK K UK, — UK
ou
T, — Tk YK, — YK 2K; — 2K @ = |uk, — UK
K
TK, —TK YK, YK ZK, ~ *FK ou UK, — UK
| 02 |

Afin de trouver une approximation de Vu|,, on va maintenant chercher a résoudre ce sytéme au sens
K>

des moindres carrés. Le caractére pondéré de la méthode vient des poids w; = |xx, — x|~ ¢ avec c € N

qu’on affecte a la contribution de chaque voisin K;. On va donc chercher a résoudre le systéme suivant :
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p p p i ou ]
D wilzk, — vk )? D wilek, —vx) K, —yk) Y _wilzk, — oK) (2K, — 2K) O |5

zil z:pl 7,;1 ou

D wilrk, —wx)yk, —yk) Y _wilyk, — yk)> > wilyk, — ) (2K, — 2K) —

i=1 i=1 i=1 %lk

p P p

sz‘(xl(,- —zr)(zK; — 2K) Zwi(yki —yK)(zK; — 2K) Zwi(ZKi —zx)? Ou

im1 i=1 im1 i 0z ||

P
Zwi(ﬂﬁm —xr)(uK; — UuK)
im1

p
= > wilyk, — vr)(uk, — uk) ;
i=1

P
D wilzk, — 2x)(uk,; — uK)
=1

soit encore que :

[ Px ][ Vulg =Bk |- (24)
Ce systeme admettra une unique solution si et seulement si Px est une matrice inversible. Pour que ce
soit le cas, on comprend aisément qu’il suffit qu’il existe trois vecteurs Xxxxxg’,% € {1,...,p} formant une

famille libre de R3.

Une approximation de Vu|, s’obtient & partir des valeurs de Vu|, et de Vu|, déterminées par la
K/K; i

i
méthode décrite ci-dessus. On a alors :

d d
K;/o K,
Vul = — V|, + —2 Vg, -
UK/Kri d N
K/K; K/K;
I1 nous suflit alors de projeter ce gradient sur n K la normale a O, s €t a intégrer cette projection sur

la face. On obtient alors I’expression suivante :

17 e,

Fr, = — (dKi L Pi' B +d,, P! BKL) My (25)

K/K;

Cette derniére manoeuvre nous permet par ailleurs de garantir le caractere conservatif de notre modele.

On remarque également que cette méthode est consitante : plus le nombre d’éléments de M sera impor-
tant, plus l'erreur du schéma sera faible. En effet, la régularité des tétraedres du maillage n’influe pas
directement sur ’erreur réalisée par le modele. A nombre de voisins pris en compte p constant, la seule
source d’erreurs provient du développement réalisé pour ’expression des gradients et est directement liée
a la dimension caractéristique du maillage.

Etude de consistance : méthode LSGR
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&
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Nombre de degrés de liberté

F1GURE 13 — Consistance du schéma LSGR pour le calcul du flux numérique
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FIGURE 14 — Variation du parameétre p sur un cube de R3 composé de N = 20000 tétraedres

Le parametre p joue également un role important. La prise en compte d’un nombre trop faible de voisins
peut provoquer des aberrations dans la solution, car peut rendre la matrice Pg non-inversible.

On remarque sur la figure 14 que la prise en compte d’un nombre de plus en plus grand de voisins rap-
proche naturellement la solution du solveur vers la solution exacte du cas ici considéré. Il est également
intéressant de noter que pour un nombre p trop faible, certaines aberrations peuvent faire leur apparition.
En effet, la géométrie du maillage — et sa nature non-structuré — peut localement fausser les résulats si p
est trop petit.

Pour p trop faible, on peut se trouver localement dans un cas ou les centres des p cellules voisines de la
cellule K se situent toutes dans le méme plan (ou presque). Ceci meéne alors & des erreurs importantes
dans le calcul de l'intensité et de la direction du gradient.
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041 1551 E
8 5! 154
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= - ke
< g Z 200 |
g 0.2} 145 2 <
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Parametre p Parametre p
(a) Variation de lerreur du modele en fonction de p (b) Temps de résolution du systéme en fonction de p

FIGURE 15 — Etude de 'influence du parametre p sur la précision du modele

Les courbes de la figure 15 permettent de confirmer les observations précédentes. On constate que 1’aug-
mentation du nombre de voisins pris en compte fait diminuer I'erreur relative L> et L2. Il est intéressant
de noter que l'erreur L>° diminue drastiquement en passant de p =5 a p = 8. On comprend en effet que
plus p sera important, plus 'approximation du gradient obtenue par les moindres carrés sera “lisse”, ce
qui réduit les écarts mis en évidence par erreur L°°.

Au niveau du colt en temps de calcul, on remarque logiquement que la tendance est & 'augmentation
lorsque p augmente (la construction de la matrice bloc-diagonale P décrite plus tard dans ce rapport
prend alors plus de temps). Cependant, il est intéressant de voir que pour p petit, le temps de calcul
est anormalement important alors qu’il devrait étre au plus faible selon cette logique. Ceci vient du
phénomene expliqué par la figure 14 : pour p trop faible, la matrice P sera mal conditionnée, d’oli un
temps de résolution important.
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Bilan sur le calcul du flux numérique

On cherche & résoudre 'approximation de (P) suivante :
VK € M, > Fr, = |K|fx,
0;€0K

avec Fi/k, le flux numérique associé a K traversant la face o; € ok tel que :

—Sio; e’y

Fri, = |oilus, avec uy, = \0i|_1/ gn dT,
o

2

—Sio; el'p:

UK — Ug; —1
Fri, = |oi|d71 avec Uy, = |oy| / gp drI’,
K/o g;
— Sio; =0, ¢00:
Méthode des différences finies : Méthode des moindres carrés pondérés :
UK — UK; |UK/K,i | 1 1
FK/K'L = |UK/Ki| d ) FK/Ki == d th/UPK Br + dK/aPKi BKi .nK/Ki'
K/K; K/K;

3.4.3 Perspectives d’évolution du calcul du flux numérique

Le schéma Diamant :

L’idée du schéma Diamant est de faire intervenir un jeu

d’inconnues supplémentaires qui seront cette fois localisées

aux sommets du maillage M. Ce nouvel ensemble perme-

ttra de construire un nouveau maillage qu’on nommera X,
“maillage diamant” D (en référence & la forme que pren-

nent ses cellules).

A chaque face 0; € ok sera associée une maille dia-
mant joignant les sommets de cette face aux centres
xix et xg, des cellules voisines K et K;. Les diamants
sont deux a deux disjoints et recouvrent entierement le
domaine ). On construira un opérateur gradient dis-
cret par diamant. Les inconnues supplémentaires intro-
duites (aux sommets de M) utilisées pour cette con-
struction seront éliminées algébriquement via la con-
dition de conservation des flux pour chaque face de
e, ou via les conditions aux limites qu’on impose sur
o09.

Xo

Xog

Pour reprendre plus clairement les notations utilisées
précédement, on va chercher a exprimer le flux numérique
Fgk, associé a o; = 0K N OK; a partir des incon-
nues situées aux sommets de la maille diamant associée a
Oi- s ..

¢ tétraedres voisins K et L

Sous certaines hypotheses quant au maillage et a l'inter-

FIGURE 16 — Maille diamant pour les

polation des inconnues supplémentaires aux sommets, il est possible de montrer la convergence de ce
schéma (cf. Coudiere & al. 2009 [6]). L utilisation de cette méthode a cependant un grand cott en terme
de développement et de temps de calcul, car ’élimination des inconnues supplémentaires introduites pour

I’expression du gradient discret s’avere ardue.

Une autre méthode permet d’aborder ce probleme sous un angle différent. Elle consiste a considérer les
inconnues supplémentaires comme inconnues du probleme et a chercher a les résoudre au méme titre que

les inconnues placées au centres de masse des cellules : c’est 'idée du schéma DDFV.
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Le schéma Discrete Duality Finite Volume methods (DDFV) :

Afin de considérer les inconnues supplémentaires comme in-
connues a part entiere du probleme, la méthode DDFV
nécessite de construire un nouveau maillage V centré
sur les sommets des cellules du maillage M. Ainsi, la
résolution du probleme nécessitera 'utilisation de trois mail-
lages : 03
- Le maillage M dit “primal”, notre maillage de départ,

- Le maillage V dit “dual” ou “secondaire” centré sur les som-
mets des cellules du maillage M,

- Le maillage D dit “diamant” associé aux faces des cellules du

maillage M. e

Plusieurs travaux récents (voir Coudiere & al. 2009 [6], Krell X,
2010 [14], et Martin 2013 [15]) montrent les bonnes perfor-

mances du modele DDFV dans le cas 3d. En contre-partie, 1'u-

tilisation de ce schéma nécessite la mise en place de deux mail- FIGURE 17 — Cellule secondaire as-
lages supplémentaires et augmente considérablement la tailledu  sociée au sommet x,, du tétracdre K
systéme matriciel a résoudre. de M utilisée dans [6]

3.5 Construction du systeme linéaire
On rappelle qu’on cherche a résoudre le systeme suivant :
VK € M, > Fr, = IK|fx,
0i€E0K

qu’on souhaite pour cela écrire sous la forme d’un systeme matriciel du type :
Ax =b.

La matrice A ainsi créée sera tres creuse, chaque ligne ne comprenant que des termes différents de 0
issus des contributions des voisins de K a ’expression du flux numérique. Le vecteur b, quand a lui, va
englober les termes sources volumiques (liés & f), et va contenir les contributions des conditions limites
de Neumann et de Dirichlet différentes de 0.

L’algorithme de remplissage de la matrice A et du vecteur b consiste a réaliser une boucle sur tous les
tétraedres, et pour chaque tétraedre a parcourir ses faces. A chaque cellule de M est associée une ligne de
la matrice A. La boucle interne parcourant les voisins directs de chaque cellule K permettra de compléter
cette ligne avec les contributions de chaque voisin de K pour ’expression du flux numérique.

Cet algorithme est détaillé en Anneze 2.

Du point de vue du language de programmation, nous travaillerons ici encore en language Python pour
sa facilité de mise en oeuvre, et son tres bon outil de visualisation.
3.5.1 Algorithme pour le schéma “naturel” de calcul du flux numérique

L’algorithme associé a la méthode “naturelle” est détaillé en Annexe 2.

Il est d’une tres grande simplicité, étant donné qu’il suffit de parcourir les voisins directs de chaque cellule
et de réaliser un simple calcul d’aire et de distance.

3.5.2 Algorithme pour le schéma moindres carrés pondérés de calcul du flux numérique

L’algorithme associé a la méthode LSGR est détaillé en Annexe 2.

Le remplissage de la matrice A et du vecteur b est ici une tache un peu plus ardue. Il va en effet falloir
résoudre environ 8 N problemes de moindres carrés afin d’exprimer les flux numériques associés aux faces
de €. Chacun de ces probléemes de moindre carrés consiste a déterminer une approximation du gradient
sur la face o; considérée, et consiste & inverser une matrice Pk et une matrice Pk, (définies en 3.4.2).
Cette approximation du gradient sera ensuite projetée sur la normale a o;.
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Il est important a ce stade de remarquer deux choses :

--+ Sur l’expression du flux numérique :
Si le flux numérique Frx, (qui est au coeur de nos discussions depuis quelques temps maintenant) est bel est bien lap-
dI' pour chaque face o; € €, nous ne calculerons sa valeur a aucune étape de ’algorithme

proximation de — [ Vu - Nk,

de résolution.

En effet, ce qui nous intéresse ici est de résoudre le systéme linéraire Az = b, donc de résoudre un systeme de N équations
algébriques entre les coordonnées de x (z étant dans notre cas le vecteur regroupant I’ensemble des ug ). Ce qui nous
intéresse est donc d’exprimer le flux numérique Fx/k; comme un produit scalaire de z avec un vecteur ax de coefficients.
Autrement dit, nous cherchons & exprimer le flux numérique comme une combinaison linéaire des u :

p
VK e M, Frik, = a%uK + ZagiuKi

=1

Les K; étant les p cellules dans le voisinage de K.
La transposition du vecteur ax ainsi obtenu constituera la ligne de la matrice A associée a la cellule K.

--» Sur la construction de A :

Autre point important : il faut bien comprendre également que nous ne résoudrons pas les quelques 8 N problemes de
moindres carrés permettant de déterminer les N lignes de A. En effet, nous préférerons regrouper tous ces problemes dans
un seul et méme systéme linéaire, qu’on pourra alors résoudre au moyen d’algorithme classique de résolution de grands
systemes linéaires.

La résolution du systéme Az = b sera donc précédée par la résolution d’un systeéme linéaire préliminaire
Py = ¢ permettant de construire la matrice A.

Pour cela nous construirons une matrice P bloc-diagonale contenant tous les Pk . Le vecteur ¢, pour sa
part, contiendra tous les n associé aux duos [Pk, Pk,] :

K/K;
_Pl 0 0 0 0 0 i _711/1 i

0 P1,1 0 0 0 0 ny/1

0 0 P 0 0 0 Nni/2

P = 0 0 0 P172 0 0 c= n1/2
0 0 0 0 --- Pn 0 nN/p
| 0 0 0 o - 0 Py | 1PN /p ]

Notations raccourcies ici employées :

— P, correspond a la matrice du systeme de moindres carrés du tétraedre n,

— P, correspond & la matrice du systéme de moindres carrés pour le m*™¢ voisin du tétracdre n,

— Nyp/m est la normale a la face entre le tétracdre n et son m'®™e voisin orientée vers 'extérieur du
tétraedre n.

Cette manoeuvre permet de retomber directement (& quelques coefficients multiplicatifs pres) sur 1’ex-
pression des contributions des ug a ’expression des flux numériques :

Les 6 premieres coordonnées du vecteur y solution de ce systeme préliminaire vont nous permettre d’écrire
la contribution du tétraedre n°1 et de son 1¢" voisin au flux numérique traversant la face entre ces deux
cellule, et ainsi de suite.

On comprend aisément qu’'une telle méthode sera bien plus cotliteuse en temps de calcul que la méthode
dite “naturelle”, puisque la construction du systéme Ax = b nécessite la résolution préalable d’un autre
systéme linéaire d’une dimension 24 fois supérieure (!).

3.6 Résolution du systéeme linéaire

Pour la résolution du systéme linéaire Az = b, on s’intéresse particulierement & l'utilisation de trois
méthodes : la méthode dite de décomposition LU, la méthode du gradient conjugué, et la méthode GM-
RES. Leurs performances variant avec les caractéristiques du systéme, on tentera de déterminer le choix
le plus avantageux pour pour notre solveur.

Ces trois méthodes sont implémentées et testées sur notre solveur. Il en ressort les courbes de la figure 18.
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Etude sur les méthodes de résolution du systeme linéaire
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FIGURE 18 — Comparaison des différentes méthodes de résolution du systéme linéaire pour un domaine
test Q cubique

Logiquement, on remarque que la méthode de résolution directe (i.e. la décomposition LU) est plus ef-
ficace pour les systeme de “petites” dimensions que les méthodes itératives (i.e. gradient conjugué et
GMRES pour Generalized Minimal Residual method), tandis que 'inverse est vrai pour les systémes
de tres grandes dimensions. Deux stratégies possibles se dessinent alors dans la perspective d’une par-
allélisation de cet outil :

- Soit on décide de paralléliser massivement la résolution du probleme par la division de notre domaine
d’étude €2 en une multitude de sous-domaines. Dans ce cas, & chaque processeur seront associés un sous-
domaine et la résolution du sous-probleme associé. Les dimensions des sous-problemes a résoudre seront
alors relativement faibles, légitimant I’emploi d’une méthode directe de résolution comme la décomposition
LU.

- Soit on décide de paralléliser la méthode de résolution méme du systeme, sans toucher au domaine €.
Dans ce cas, il peut s’avérer plus judicieux d’utiliser des méthodes itératives plus efficaces pour les grands
systemes.

Il est également intéressant ici de noter que la méthode du gradient conjugué est une méthode “in-
termédiaire”. Elle possede de bonnes performances pour des petites et grandes dimensions, mais est
certes moins efficace que la méthode GMRES lorsqu’il est question de systéme de 1'ordre de 10 degrés
de liberté voire plus, ce qui est le cas du modele Météo-France AROME.

3.7 Sorties du modele et performances des différentes méthodes utilisées

L’utilisation du solveur sur des cas de test donne les figures 20, 21, et 22 (on utilise pour cela loutil de
visualiation Matplotlib du language Python).

Comme nous 'avions prévu, la comparaison de la méthode “naturelle” et de la méthode des moindres
carrés pondérés pour le calcul des flux numérique nous amene aux conclusions suivantes :

- La méthode “naturelle” possede le grand avantage d’étre tres rapide a exécuter, car ne nécessite ni la
recherche approfondie des voisins de chaque cellule, ni la résolution d’un systeme préliminaire pour la
construction de la matrice A. Le rapport méthode LSGR / méthode naturelle pour le temps de résolution
du probléme tend vers un facteur 30 (!). Cependant, aucune stratégie de parallélisation n’a ici été mise
en place, sans quoi on pourrait envisager de diminuer ce facteur.

- En terme de précision, la méthode des moindres carrés pondérés est bien entendu plus avantageuse que

la méthode naturelle. Elle est consistante : son erreur tend vers 0 lorsqu’on augmente le nombre de degrés
de liberté associé aux maillage, ce qui n’est pas le cas pour la méthode naturelle.
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FIGURE 19 — Comparaison des méthodes de calcul du flux numérique

Il est & noter qu'un aspect non négligeable de l’exploitation des résultats de ce solveur réside dans
I'interpolation/extrapolation de ses sorties sur une grille réguliére en 3 dimensions. En effet, le choix d’un
maillage non-structuré, s’il permet de mieux coller a la physique réelle du probleme, nous oblige & passer
par cette étape fastidieuse et cotiteuse en temps.
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FIGURE 20 — Test sur relief avec conditions de Dirichlet / Visualisation de la face Est

4 Retour au probleme physique

Le retour au probleme physique et & I’équation (15) nécessite la prise en compte des champs de pression
de surface psury, de température T, de vent zonal u et méridional v, ainsi que du champ de Tourbillon
Potentiel P. A partir de ces données, on peut construire les fonctions a(p) et b(p) de Péquation (17) et
résoudre 1’équation aux dérivées partielles du second ordre associée de notre probleme.

A chaque étape d’itération (cf. méthode variationnelle d’Arbogast et al. (2008) [2]), on pourra mettre &
jour les champs précédents au moyen des équations (14a) a (14d).

Ce projet de fin d’étude n’aura pas permis d’aller jusqu’au terme de ce développement. En effet, les
problemes liés aux aspects d’interpolation 3D mais également a la gestion de tres grandes quantités de
données nécessite de nombreuses heures de documentation et de développement.

en effet un seuil a franchir qui consisterait a donner une forme opérationnelle & I'outil développé
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Chapitre 4

Conclusions et perspectives

Ce projet de fin d’études aura permis de poser les bases d’un outil opérationnel d’inversion du Tourbillon
Potentiel pour le modele Météo-France AROME.

Pour cela, nous avons commencé par développer, a partir du générateur de maillage TetGen, notre pro-
pre outil de discrétisation d’un volume d’atmosphére donnée & partir des données de relief de la zone
sur laquelle elle s’appuie. Il est possible grace a ce développement de modifier facilement la densité du
maillage, de jouer sur la régularité des cellules qui le composent, ou encore de diviser notre domaine
d’étude en sous-domaines pour lesquels on pourra également imposer des densités de maillage différentes.

Disposant d'un domaine d’étude discrétisé en tétraedres, nous nous sommes alors attelés a développer
un outil de résolution des équations d’inversion du Tourbillon Potentiel par une méthode de volumes-
finis. Deux méthodes de calcul du flux numérique entre cellules du maillages ont été implémentées et
testées : la méthode naturelle et la méthode des moindres carrés pondérés. Tant au niveau du choix de
cette méthode qu’au niveau du choix de la technique de résolution du systeme linéaire associé a notre
probleme, les options sont nombreuses et permettent d’envisager le meilleur compromis pour le rapport
précision/cott de calcul de notre outil.

Le retour a la physique réelle du probleme et le bouclage avec les champs du modele opérationnel Météo-
France AROME nécessitent encore un travail important. De nouvelles difficultés, portant par exemple sur
les aspects d’interpolation 3d entre les champs de la grille réguliere I’AROME et du nuage de points de
notre maillage non-structuré, sont a prévoir avant de pouvoir disposer de I'outil d’interprétation physique
et d’aide a la prévision espéré.

De belles perspectives sont pour autant associées a ce projet. On pourra par exemple porter une attention
particuliere a la parallélisation de notre outil d’inversion du Tourbillon Potentiel. Plusieurs stratégies sont
alors envisageable, et le vaste choix de méthodes de résolution permettrait de trouver le meilleur com-
promis possible. On pourra également explorer des méthodes de calcul de flux numérique plus élaborées
que celles que nous avons utilisé telles que les méthodes Diamant et DDFV évoquées dans ce rapport.

Enfin, la rupture effectuée avec la tradition spectrale et structurée des modeles existants au CNRM ouvre
la voie & de nouvelles applications et de nouveaux développements au sein de cette structure. Le solveur
que nous avons développé pourrait trouver d’autres applications, comme par exemple le calcul de la
pression dans une dynamique non-hydrostatique qui nécessite de résoudre une équation elliptique sur le
méme domaine d’étude que celui que nous avons utilisé.

D’un point de vue personnel, ce stage m’aura permis de découvrir un environnement de travail tres
stimulant, mettant la recherche scientifique au service d’un besoin opérationnel. Partant d’une feuille
quasi-blanche, j’ai pu évoluer avec une grande liberté d’initiative et découvrir de nombreux aspects du
cheminement scientifique associé a un tel projet.
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Chapitre 5

Annexes

1 Annexe I : Contexte scientifique et objectifs

Cette partie développe plus en détail les points abordés au chapitre 2. En particulier, certaines équations qui y ont été
établies sont ici démontrées.

1.1 Vers un nouveau principe de conservation hydrodynamique
1.1.1 Equations de la dynamique des fluidres en repére tournant

Pour le développement de la théorie associée a la notion de Tourbillon Potentiel, on se place dans le cadre du modele
d’Euler fluide parfait compressible (i.e le fluide est considéré comme non-visqueux et non conducteur de chaleur,
p=A=0).

Les équations de la dynamique des fluides s’écrivent alors sous la forme suivante :

d
Continuité : dit) =—pV - v, (26a)
. dv
Dynamique : e pF — VP, (26b)
dT
Energie : 'OCUE =—-PV.v. (26¢)

L’idée est maintenant de se placer dans un référentiel R’ tournant par rapport au référentiel absolu R. Le vecteur de
rotation Q de R’ par rapport & R est supposé constant. L’opérateur de dérivation dans R peut alors s’écrire comme :
d-
dt

d-

= +Qx-.
g dt

R/

On peut donc réécerire la vitesse v comme étant la somme d’une vitesse d’entrainement et d’une vitesse relative au
repere tournant :
dr
dt

_dr

g dt

L’accélération dans le repere R sera ainsi donnée par :

v + QA xXr=v,+ v,

R’

d d d T €
a= Y - +Q><v:7(v - ve) + Q% (v +ve),
dt | dt |/ dt R
dv, d
=2 tax = +OAXVv, +Qx(Qxr),
dt |g dt g
dvy
= +20x v, +Q x (2 xr),
dt |

et on peut ainsi réécrire les équations du modele :

d
Continuité : d—f =—pV- (v, + Q2 xr)=—pV- v,
dv,
Dynamique : c;; +20xv, =F-Qx(Qxr)—aVP=F —aVP,
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F’ étant la résultante des forces extérieures dans le repere tournant. On suppose que cette résultante dérive d’un
potentiel ® tel que F' = —V®, et on note o = % le volume spécifique afin de simplifier les écritures.

Pour toute la suite de cette partie, on se placera dans le repere tournant et on se liberera de la notation indicielle v,
pour la vitesse. On obtient alors les équations suivantes :

d
Continuité : d—? =—pV v,

d
Dynamique : —V® —aVP = dijf, +2Q x v.

Les équations de continuité et de quantité de mouvement dans le repere tournant sont donc :

Continuité : % +v-Vp=—pV.v, (27a)
. ov 1,
Dynamique : e +V FV7) —vx (Vxv)+20xv=-Vd—aVP. (27b)

En prenant le rotationnel de 'équation (27b), on obtient la relation suivante :

%va—&—Vx(V(%VQ))—Vx(v><(va))+Vx(Zva):—Vx(V@)—Vx(aVP)

0
= 5VXV+O—VV-(VXv)—vV-(va)+V(V><v)~v
b O(VXV) -V v42VQ - v420-V.v—2Vv-Q—2v-V-Q =0 Vax VP

3}
= avXV—VV-(Vxv+2Q)—vV-(va+2Q)+V(Vxv—&—ZQ)-v—i—(V><v+2§2)-V-V=VP><Va

—VA-B —A-V-B VB-A B-V-A

= %VXV—VX(vx(va+2Q)):VPxVa

=—Vx(AxXB)

SiTon pose Z =V x v + 2Q comme dans Ertel 1942a [8], alors on obtient :

%VXV—VX(VXZ)ZVPXV&. (28)

1.1.2 Invariant hydrodynamique

On s’intéresse maintenant a un quelconque invariant hydrodynamique qu’on nomme 1 = v (r,t). Par définition, une
propriété physique sera conservé pour tout élément de fluide si :

W _ o

i o TVVY =0 (29)

Multiplions maintenant (28) par Vi) :

Vi/wngv—V@b-Vx(vx(va+QQ)):V1p~(VP><Va)

ot
0Z 0Z 9
= quoafV’(/wVX (vxZ)=V¢- (VP xVa) E:aVcharQestconstant
—A-VxB

=V-(AxB)—B-VxA

= V¢-%—?+V-(V¢x (vxZ)—0=Vi- (VP x Va)
—_————
ax(bxc)
0Z

=b(c-a)—c(b-a)
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Iz 9

= V- E LV (V(Z . Vw) + Z;f) =V - (VP X Va) — car v- Vi = —% d’apres (77?)
V-(BA+~vB)

oz 0%

= VY o H(Z VPV vty V(Z- V) + 0+ 2V o = VY- (VP xVa) = V-Z=0car 2=V xv+oste
=BV-A+AVp++V-B+BV~)

0Z 0

= Vi LV (2 VYV v+ v V(Z- V) = V- (VP x Va)

= %(V¢~Z)+v-V(Z~V¢)+(z-v¢)V~v:sz;.(vpxva)

Dérivée particulaire de (V) - Z)

= %(W-ZH(Z-W)V-VZW.(VPxVa)

= Oé% (VY -Z)+ (Z-Vi)aV -v =aVy - (VP x Va) — OraV.-.v= —%% = le—(: d’apres I’eq. de continuité (1a)
p
D’ou la relation : J
= (Vi Z) = aVy - (VP x Va). (30)

Dans son article de 1942 (Ertel 1942a [8]), Ertel montre, par un raisonnement géométrique sur les fonctions scalaires
a(r,t), P(r,t) et ¥(r,t), que le terme de droite de cette équation est égal au volume occupé par une unité de masse
du fluide.

Ceci nous permet de réécrire la relation (30) sous la forme :

% (aVY - (V xv+2Q))=N(P,a,v), (31)

ou N (P, «, 9) correspond au nombre de (P, «, 9) cellules unitaires dans le volume spécifique, soit le nombre de (P, a, )
cellules unitaires dans une unité de masse du fluide.

Dans le cas particulier ou la fonction scalaire 1) peut s’écrire comme une fonction de o et P, on peut écrire que :

oY oY

ce qui nous donne :
N(P,o,¢) =aVy- (VP x Va)
_ (oY o
_ oY oY
7aa—P(VPxVa)-VP+%(VP><Va)~Va
=0 — puisque le produit mixte reste inchangé par permutation circulaire de ses arguments

L’équation (31) devient alors une équation de conservation hydrodynamique :

d
7 (aVy - (V xv+2Q)) =0. (32)

1.1.3 Application a un écoulement polytropique

On considere maintenant un fluide compressible en écoulement polytropique. La masse volumique p et donc le volume
spécifique « peuvent ainsi s’exprimer comme une fonction de la pression P et de la température polytropique O;.
Cette derniere sera donnée par :
1/s
p
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-8 dQ

avec ( la capacité thermique polytropique spécifique 5 = g

. , c
ol s est I'ordre polytropique donné par s = —
Cp — Cy

On peut donc écrire que :
1
o= ; =¢(P,0y). (33)

En reprenant (28), on remarque qu'on a :

%va—Vx(vxZ)zVPxV@z
—_——
_Vx(AxB)
0Z 0Z 9
= E—V(V~Z)+Z(V-V)—ZVV+VVZ= -V x (CMVP) — E:aVcharQestconstaHt

=—AV-B+BV-A-BVA+AVB

Z

—_———
Dérivée part. de Z
dZ 1dp da N o
= a% +aZ(V-v)—aZVv =—-aV x (aVP) — OraV.-v= R il d’apres I’eq. de continuité (1a)
p
Ainsi, on a I’equation hydrodynamique suivante :

d
—(0Z) —aZ Vv = —aV x (aVP). (34)

dt
De ’équation (33), on déduit que :

V x (aVP) =Vax VP +aV x VP

_ (% oy
= (aPVP+ a@SV@S> x VP +0

_%VPXVP-F Oy VO, x VP

- 0P 00,
_ W
= TGSV(")S x VP
Ce qui nous permet de rééerire (34) :
d oY
ﬁ(aZ) —aZVv = —Oza@s VO, x VP. (35)

En multipliant cette équation (35) par VOy, le produit mixte qui apparait au second membre est nul et on a :

VO, U (aZ) ~ (02 VV) - VO, = ~a - (VO, x VP)- V6, =0,

d

Z+(VO,) ~ (aZVV)- VO, =0, (36)

d
2oz —
= - (aZ-VOy) — «

La température polytropique ©4 varie généralement d’une particule & l’autre mais demeure constante dans le temps

pour une particule donnée. Ainsi :

+ vV®S> =0. (37)

de, (00,
dt \ ot

Or, on a l'identité :



d’ou :

de, d
V( o —VV@S> —dt(V@s) vV (VOy)

de, d
= Vv ( — ) ~ VvV, —vV(Ve,) = 2 (VO,) - vV(V6,),

d0,\ d
= v< . ) = 2 (V0,) + Vv VO,

On en déduit que :

de,\ d
v ( p ) = 2 (VO,) + Vv Ve, =0,

ce qui donne :
d
Z@(V@s) =-7Z-(VvV0O,) =-VO, - (ZVv).

En ré-injectant dans (36), on obtient alors le principe de conservation suivant :

%(az.ves) :%(a (V x v +29) - VO,) = 0. (38)

1.1.4 Restriction a la température potentielle et principe de conservation

Cy

Dans le cas ot s = , la température polytropique O, s’identifie a la température potentielle 6, et on a :

Cp— Cy

Po\" . Lol R
0=T|(—| , avecPqla pression de référence et Kk = —.
P Cp
La température potentielle est une quantité caractéristique d’une isentrope, i.e. constante lors d’une transformation
adiabatique (transformation au cours de laquelle les particules de fluide n’échangent pas de chaleur avec leur environ-
nement). Cette température potentielle, homogene & une température, correspond a la température qu’atteindrait la
particule considérée si elle était ramenée a la pression P (en pratique, Pg = 1000 hPa).

L’équation (37) devient alors :

do
pri 0, (39)
et le principe de conservation (38) devient :
%(a(va—&-Xl)-V@):O. (40)

Communément cité sous le nom de Principe de Conservation du Tourbillon Potentiel d’Ertel.

1.2 Inversion du Tourbillon Potentiel
1.2.1 Sur l’inversibilité du tourbillon-potentiel

Attachons nous maintenant & montrer que la connaissance de ce champ P permet, sous certaines hypotheses, de
retrouver les caractéristiques de I’atmosphere.

A Déchelle synoptique, c’est a dire pour des ordres de grandeur de mille kilometres pour les dimensions horizontales,
de quelques kilometres pour la dimension verticale et de quelques jours pour la durée, on peut faire 'hypothese adia-
batique (les particules de atmosphére n’échangent pas de chaleur avec leur environnement au cours de leur évolution).

On peut également se placer sous I’hypothese d’approximation géostrophique sur I’écoulement. L’équilibre géostrophique
stipule qu’a grandes échelles, les forces de Coriolis dues a la rotation de la Terre s’équilibrent avec le gradient horizontal
de pression (cf. Ferrel 1856 [11]) (I'indice h signifie que I'on travaille sur les composantes horizontales) :

Vip = —p2Q X vy,

En considérant également I’hypotheése hydrostatique, la pression p et la masse volumique p sont reliées par la relation
suivante (I'indice v indique que l'on travaille sur la composante verticale) :

Vop = —pg.
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En remarquant que l'opérateur V x (V-) est égal a I'opérateur nul et en I'appliquant a p, on a alors la relation :
V(29 x vp) — Vi(pg) = 0.

Sous toutes les hypotheses énoncées ci-dessus (valides lorsque I'on travaille & 1’échelle synoptique), on montre donc
qu’il existe une relation directe entre le champ de vitesse v et le champ de densité p :

p2Q2 x Vy(va) — gVi(p) = 0.

Ces hypotheses quant a 1’équilibre atmospherique permettent de fermer le systeme d’équations physiques que nous
considérons. En s’appuyant sur elles, Hoskins & al. 1985 [13] montrent le Principe d’Inversibilité du Tourbillon
Potentiel, a savoir que la connaissance du seul champ de tourbillon potentiel va nous permettre de retrouver les
caractéristiques de I’atmosphere (pression, température potentielle et vorticité).

1.2.2 Inversion dans des contextes dynamiques simplifiés

L’analogie électrostatique Sous 'hypothese quasi-géostrophique, le processus d’inversion du tourbillon potentiel
peut s’assimiler au processus de déduction du champ et du potentiel électriques associés a une distribution de charges
placées dans le vide (cf. Bishop & al. 1994 [3]).

Le tourbillon potentiel quasi-géostrophique! est défini par :

v o 9 (30w
92z T F dy? P (02 aP) ’ (41)

q=f+

ou ¢ = }% est la foncion de courant géostrophique et ® le géopotentiel. Le parametre f = 2{)sin ¢ est le parametre
de Coriolis (¢ étant la latitude du point considéré), et 'indice 0 indique qu’on considére une valeur constante de f.

Enfin, o est un parametre de stabilité statique ne dépendant que de P défini par :

) R<P>R/C” 0
ag

T P\Py P’

La théorie géostrophique montre que ¢ peut s’écrire comme une divergence :

o = . = 9 90 91 .. : L .
ou l'opérateur V est donné par V = 9% 90 53 ol z est une variable homogene a une distance permettant
i Y z

d’évaluer P définie par z := Poy/ fo.

Le champ D, est, lui, donné par :
2
D, = o ov @ag 7 (43)
ox Oy o020z
ol W = ¢’ + (2 + %) fo + §y°6-

On montre ainsi que le tourbillon potentiel peut s’écrire comme la divergence d’'un champ vectoriel. On remarque
également que la fonction potentiel ¥ s’écrit comme la somme de v’ avec une composante due la rotation de la Terre
dans le référentiel absolu de référence. Ceci nous permet d’écrire que g = g, + ¢’ ol :

¢=V- D,
(44)

o _[0¢ o gt

4 Or Oy 02?0z

Le principe d’inversibilité du Tourbillon Potentiel (Hoskins & al. 1985 [13]) indique qu’a partir de la distribution
compléte de g et avec la valeur de la température potentielle 6 & la frontiere du domaine d’étude, on peut trouver 7’

partout.

On montre que la distribution locale de v’ peut étre retrouvée & partir de ’anomalie locale de tourbillon potentiel
¢’ (Bishop & al. 1994 [3]). L’idée est alors de considérer que des anomalies locales de tourbillon potentiel auront le
méme effet sur I’écoulement, peut importe leur localisation par rapport aux frontieres du domaine. Dans 'esprit de

1. QGPV (Quasi-Geosptrophic Potential Vorticity) en anglais
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I’analogie électrostatique, ces anomalies de tourbillon potentiel s’assimilent aux pics de champ due a des charges libres.
Le principe de superposition s’applique alors.

La théorie électrostatique stipule que la divergence du champ électrique E est donnée par :

V.E=Av=1T%

€0

ou V est le potentiel électrostatique, g la somme des charges libres et ¢, les charges de polarisation. On peut réécrire
cette equation sous la forme :
V-D=gq, (45)

ou D est le champ de déplacement électrique qui dépend des propriétés du milieu. On définit le champ de polarisation
P par:
D=¢gE+P, soit V-P=—¢q

Les équations du Tourbillon Potentiel en hypothese quasi-géostrophique sont donc isomorphes a ces équations de la
théorie électrostatique si on assimile V & —1)’, et la détermination des effets de ’anomalie locale de tourbillon potentiel
sur I’atmospheére consiste en la résolution d’une équation de Poisson du type (45).

Inversion par morceaux et Pseudo-Tourbillon Potentiel IL’inversion du Tourbillon Potentiel s’apparentant
a la résolution d’équations au dérivées partielles non linéaires, on comprend qu’elle peut rapidement devenir une
tache ardue. Différentes méthodes de résolution de ces EDP non linéaires ont été adaptées a 'inversion du Tourbillon
Potentiel ; elles se nomment Piecewise Inversion Methods, Full Linear Methods ou Truncated Linear Methods. Dans le
méme ordre d’idées, 'hypothese quasi-géostrophique permet de définir le Pseudo-Tourbillon Potentiel, et I'inversion
de ce dernier s’apparente cette fois a la résolution d’EDP linéaires (Davis 1991 [7]).
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2 Annexe II : Développement d’un outil d’inversion du Tour-
billon Potentiel pour le modele AROME

2.1 Algorithme de construction du systéeme linéraire pour la méthode na-
turelle

Algorithm 1 Remplissage de A et b / Méthode naturelle

1: for all K € M do

2 for all 0; € o do

3 if o; € 092 then

4 if 0, € I'p then

5: AK,K <_AK,K+|Ui|/dK/U
6

7

8

9

br < bi + ug,loil/d
else if 0; € 'y then

> Avec ug, = |o;|™* [ gp dT

K/o

br + br + us,|0i] > Avec u,, = || 7! fg gy dl’
: end if
10: else if 0; = 0, , ¢ 00 then
11: AK7K(—AK,K—|—|O'K/L‘/dK/L
12: AK,L<_AK,L_|UK/L|/dK/L
13: end if
14: end for
15: end for

2.2 Algorithme de construction du systeme linéraire pour la méthode LSGR

Algorithm 2 Remplissage de P et ¢/ Méthode LSGR
1: for all K € M do

2: for all o; = Oy, €OK do
3: if 0; ¢ 0Q then
4: L= VK,i
P 0 0
5: P+~ |0 Pg O
0 0 Py,
c
6: [ UPos
nK/L
7 end if
8: end for
9: end for
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Algorithm 3 Remplissage de A et B / Méthode LSGR

Require: y = P~ !¢

1: m=20

2: for all K € M do

3 for all 0; € o do

4 if 0; € 092 then

5 if 0; € I'p then
6: AK,KFAK,K+|Ui|/dK/U
7
8
9

br + bi + uy,|oi|/d > Avec u,, = || 7! fU’_ gp dI’

K/o
else if 0; € I'y then
: b (—bK—‘rugi Ui| > Avec Ug; = |0’Z“_1 fUi gn dl’
10: end if
11: else if 0, =0, , ¢ 00 then
12: for v € V(K) do
13: t <+ Y(m:m+3)
d _
» Ay e Agey— e B0 =X00)
dK/L |X’U - XK|C
d -
15: Ak «— Ak ik + e 7()(” XKZ :
dK/L |Xv - XK|
16: m<+< m+3
17: end for
18: for v € V(L) do
19: [ Y(m:m+3)
d X, — X
20: AK,v « AK,U _ dK/U (”71‘)0 .
K/L |Xv - XL‘
d _
- Ap e Ay + e LXL) .
dK/L |XU - XL|
22: m<+ m+3
23: end for
24: end if
25: end for
26: end for
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